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Problem.

Je±li z ka»dego wierzchoªka grafu (nieskierowanego) wychodzi wi¦cej ni» n/2 kraw¦dzi, to
graf ma trójk¡t. To ju» wiadomo od 1907 roku (twierdzenie Mantela). Uogólnienie mówi¡ce,

»e je±li z ka»dego wierzchoªka wychodzi wi¦cej ni»
(
1− 1

k−1

)
n kraw¦dzi, to graf posiada graf

peªny na k wierzchoªkach jest znane od 1941 (twierdzenie Turána). Mo»na je sobie spróbowa¢
udowodni¢. Pi¦¢ dowodów jest w Dowodach z Ksi¦gi.

Naturalnym uogólnieniem tego na grafy skierowane (bez p¦tli i kraw¦dzi w obie strony) jest
pytanie o stopie« wej±cia i wyj±cia, który wymusza pojawianie si¦ peªnego turnieju tranzyty-
wnego (tzn. wszystkie kraw¦dzie i nie ma cykli). �atwo zauwa»y¢, »e je±li w gra�e skierowanym,
ka»dy wierzchoªek ma stopie« wyj±cia oraz stopie« wej±cia wi¦kszy ni» 1

3n, to posiada tranzy-

tywny trójk¡t. Co wi¦cej staªa 1
3 jest najlepsza z mo»liwych � da si¦ j¡ osi¡gn¡¢ bior¡c �rozd-

muchany trójk¡t� (trzy grupy po n/3 wierzchoªków, bez kraw¦dzi wewn¡trz grupy i z wszys-
tkimi kraw¦dziami pomi¦dzy grupami, jak w trójk¡cie).

Takie samo pytanie mo»na zada« dla wi¦kszych tranzytywnych turniejów i okazuje si¦, »e
jest otwarte. I to nie dlatego, »e jest trudne, ale dlatego, »e o dziwo, mimo prostego sfor-
muªowania, zadaª je dopiero w 2010 roku Andrew Treglown w pracy dost¦pnej na stronie
http://web.mat.bham.ac.uk/~treglowa/orientednote.pdf zainspirowany prac¡ magister-
sk¡ Payama Valadkhana.

Co mo»na zrobi¢ w tym problemie?
Po pierwsze konstrukcje, które poka»¡ jakie± staªe i pozwol¡ sformuªowa¢ hipotez¦. To

wydaje si¦ by¢ w zasi¦gu, gdy» takie grafy powinny by¢ do±¢ mocno regularne, najpraw-
dopodobniej b¦d¡ce wªa±nie takimi �rozdmuchanymi� konstrukcjami. Samo znalezienie tych
grafów b¦dzie ograniczeniem dolnym, i ju» b¦dzie fajn¡ rzecz¡.

Po drugie, mo»na udowodni¢ ograniczenia górne � dla konkretnych k lub ogólne. Na pewno
jakie± ograniczenia mo»na udowodni¢ korzystaj¡c z prostych metod, np. indukcji. Mo»liwe
te», »e udowodnione tak ograniczenia b¦d¡ takie jak wynikaj¡ce z konstrukcji, co caªkowicie
rozwi¡»e problem. Tak jest w przypadku nieskierowanym i Twierdzenia Turána. Tutaj dowód
chocia»by dla k = 4 b¦dzie ciekawym wynikiem. Je±li si¦ tak nie uda, to mo»na te» u»y¢ nowej
mocnej metody algebr �agowych opracowanej przez Razborova, która sprowadza szukanie
takiego ograniczenia do zapuszczenia programu póªdodatniookre±lonego (semide�nite program-
ming). Bez wnikania w szczegóªy metody, zapuszczaj¡c obliczenia dostanie si¦ jakie± ograni-
czenia, i je±li one b¦d¡ równe tym z konstrukcji to rozwi¡»e si¦ problem, a je±li nie, to mog¡
da¢ wskazówki jak poprawi¢ konstrukcje.
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