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Problem.

Jesli z kazdego wierzcholtka grafu (nieskierowanego) wychodzi wiecej niz n/2 krawedzi, to
graf ma trojkat. To juz wiadomo od 1907 roku (twierdzenie Mantela). Uogolnienie mowiace,
ze jesli z kazdego wierzchotka wychodzi wiecej niz (1 — ﬁ) n krawedzi, to graf posiada graf
pelny na k wierzchotkach jest znane od 1941 (twierdzenie Turéna). Mozna je sobie sprobowac
udowodnié. Pie¢ dowoddéw jest w Dowodach z Ksiegs.

Naturalnym uogoélnieniem tego na grafy skierowane (bez petli i krawedzi w obie strony) jest
pytanie o stopieri wejscia i wyjscia, ktéry wymusza pojawianie sie pelnego turnieju tranzyty-
wnego (tzn. wszystkie krawedzie i nie ma cykli). Latwo zauwazy¢, ze jesli w grafie skierowanym,
kazdy wierzchotek ma stopienn wyjicia oraz stopieri wejécia wickszy niz %n, to posiada tranzy-
tywny trojkat. Co wiecej stata % jest najlepsza z mozliwych — da sie ja osiagnaé biorac ,rozd-
muchany trojkat” (trzy grupy po n/3 wierzchotkow, bez krawedzi wewnatrz grupy i z wszys-
tkimi krawedziami pomiedzy grupami, jak w tréjkacie).

Takie samo pytanie mozna zadan dla wiekszych tranzytywnych turniejéw i okazuje sie, ze
jest otwarte. I to nie dlatego, ze jest trudne, ale dlatego, ze o dziwo, mimo prostego sfor-
mutowania, zadat je dopiero w 2010 roku Andrew Treglown w pracy dostepnej na stronie
http://web.mat.bham.ac.uk/ treglowa/orientednote.pdf| zainspirowany praca magister-
ska Payama Valadkhana.

Co mozna zrobi¢ w tym problemie?

Po pierwsze konstrukcje, ktore pokazg jakies state i pozwola sformutowaé hipoteze. To
wydaje sie by¢ w zasiegu, gdyz takie grafy powinny byé do$é mocno regularne, najpraw-
dopodobniej bedace wtasnie takimi ,rozdmuchanymi” konstrukcjami. Samo znalezienie tych
graféw bedzie ograniczeniem dolnym, i juz bedzie fajng rzecza.

Po drugie, mozna udowodnié¢ ograniczenia gérne — dla konkretnych k lub ogélne. Na pewno
jakie§ ograniczenia mozna udowodnié¢ korzystajac z prostych metod, np. indukcji. Mozliwe
tez, ze udowodnione tak ograniczenia beda takie jak wynikajace z konstrukeji, co catkowicie
rozwiaze problem. Tak jest w przypadku nieskierowanym i Twierdzenia Turana. Tutaj dowod
chociazby dla k = 4 bedzie ciekawym wynikiem. Jedli sie tak nie uda, to mozna tez uzyé¢ nowej
mocnej metody algebr flagowych opracowanej przez Razborova, ktéra sprowadza szukanie
takiego ograniczenia do zapuszczenia programu potdodatniookreslonego (semidefinite program-
ming). Bez wnikania w szczegdly metody, zapuszczajac obliczenia dostanie sie jakie§ ograni-
czenia, i jesli one beda réwne tym z konstrukcji to rozwiaze sie problem, a jesli nie, to moga
da¢ wskazowki jak poprawi¢ konstrukcje.


http://web.mat.bham.ac.uk/~treglowa/orientednote.pdf

