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Problem.

Najprostszy wariant gry w przesuwanie zetondéw przebiega nastepujaco. Plansza sklada sie z
dwdch skierowanych sciezek o dtugosci n+1 kazda. Na poczatku kazdej z nich lezy N zetonéw.
W kolejnych turach pierwszy z graczy (Pusher) wybiera po jednym zetonie z kazdej Sciezki i
przesuwa je o jedno pole do przodu. Drugi gracz (Remover) moze w tym momencie zdjaé z
planszy jeden z przesunietych zetonéw. Pusher wygrywa jesli jaki§ zeton znajdzie sie na koricu
$ciezki. Podstawowe pytanie, ktére mozemy zadaé, to jak duze musi by¢é N aby Pusher miat
strategie wgrywajaca?

Gre mozna uogolnia¢ w wielu kierunkach modelujac w ten sposob rézne problemy kolorowa-
nia on-line. Mozemy na przyklad zwickszy¢ liczbe éciezek po ktorych wedruja zetondéw. Inne
uogdblnienie polega na zwiekszeniu liczby zetonéw, ktére Pusher moze poruszy¢ w jednym ruchu.
Remover wtedy moze zdjaé wszystkie zetonéw z wybranej sciezki, ktore witadnie sie ruszyty
lub, w innej wersji, przesuniete zetony z wszystkich sciezek poza jedna.

Gra rozgrywana na k $ciezkach, w ktorej Pusher moze przesunaé dowolny zbiér zetonéw, a
Remover zdja¢ poruszone zetony z wybranych k — 1 §ciezek, modeluje k-kolorowanie on-line
n-jednorodnych hipergrafow (n-grafow). Niech m{’(n) bedzie minimalna liczba zetonow ktore
pozwalaja Pusherowi wygraé taka gre na k Sciezkach o dlugosci n. Latwo przekonaé sie ze:

mQE(n) = Q(EM).
Klasyczne konstrukcje matych n-graféw, ktoére nie sa k-kolorowalne daja:
m$E(n) = O(n?k™).
Dla k = 2 potrafimy pokazaé ograniecznie gorne rzedu nk™. Dla k > 3, wcigz najlepsze gérne
ogranieczenie wynika z off-line’owych konstrukcji. Czy dolne ograniczenia sq Sciste? Gorne
raczej nie sq. Jak je poprawié?

Rozwazmy gre rozgrywana na r Sciezkach w ktorych na poczatku kazdej ze §ciezek leza 3
zetony. Pytanie teraz brzmi jak dlugie musza by¢ $ciezki aby Remover mial strategie wygry-
wajaca? Wiadomo ze dla n > 3/2 - r wygrywa Remover oraz ze dla n < 4/3 - r wygra Pusher.
Ten wariant gry odpowiada kolorowaniu z list on-line graféw r-dzielnych o czedciach wielkosci
3. Tutaj dolne ograniczenie na diugosé $ciezki wynika z podawania grafu, ktéry nawet off-line

nie jest kolorowalny z list dtugosci 4/3-r. Ile wynosi graniczna wartosé n? Jaka jest graniczna
warto§é n dla gry w ktérej Pusher moze poruszyé co najwyzej jeden zZeton na kazdej ze Sciezek?



