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Problem.

Najprostszy wariant gry w przesuwanie »etonów przebiega nast¦puj¡co. Plansza skªada si¦ z
dwóch skierowanych ±cie»ek o dªugo±ci n+1 ka»da. Na pocz¡tku ka»dej z nich le»y N »etonów.
W kolejnych turach pierwszy z graczy (Pusher) wybiera po jednym »etonie z ka»dej ±cie»ki i
przesuwa je o jedno pole do przodu. Drugi gracz (Remover) mo»e w tym momencie zdj¡¢ z
planszy jeden z przesuni¦tych »etonów. Pusher wygrywa je±li jaki± »eton znajdzie si¦ na ko«cu
±cie»ki. Podstawowe pytanie, które mo»emy zada¢, to jak du»e musi by¢ N aby Pusher miaª
strategi¦ wgrywaj¡c¡?

Gr¦ mo»na uogólnia¢ w wielu kierunkach modeluj¡c w ten sposób ró»ne problemy kolorowa-
nia on-line. Mo»emy na przykªad zwi¦kszy¢ liczb¦ ±cie»ek po których w¦druj¡ »etonów. Inne
uogólnienie polega na zwi¦kszeniu liczby »etonów, które Pusher mo»e poruszy¢ w jednym ruchu.
Remover wtedy mo»e zdj¡¢ wszystkie »etonów z wybranej ±cie»ki, które wªa±nie si¦ ruszyªy
lub, w innej wersji, przesuni¦te »etony z wszystkich scie»ek poza jedn¡.

Gra rozgrywana na k ±cie»kach, w której Pusher mo»e przesun¡¢ dowolny zbiór »etonów, a
Remover zdj¡¢ poruszone »etony z wybranych k − 1 ±cie»ek, modeluje k-kolorowanie on-line
n-jednorodnych hipergrafów (n-grafów). Niech mOL

k (n) b¦dzie minimaln¡ liczb¡ »etonów które
pozwalaj¡ Pusherowi wygra¢ tak¡ gr¦ na k ±cie»kach o dªugo±ci n. �atwo przekona¢ si¦ »e:

mOL
k (n) = Ω(kn).

Klasyczne konstrukcje maªych n-grafów, które nie s¡ k-kolorowalne daj¡:

mOL
k (n) = O(n2kn).

Dla k = 2 potra�my pokaza¢ ograniecznie górne rz¦du nkn. Dla k ≥ 3, wci¡» najlepsze górne
ogranieczenie wynika z o�-line'owych konstrukcji. Czy dolne ograniczenia s¡ ±cisªe? Górne

raczej nie s¡. Jak je poprawi¢?

Rozwa»my gr¦ rozgrywan¡ na r ±cie»kach w których na pocz¡tku ka»dej ze ±cie»ek le»¡ 3
»etony. Pytanie teraz brzmi jak dªugie musz¡ by¢ ±cie»ki aby Remover miaª strategi¦ wygry-
waj¡c¡? Wiadomo »e dla n > 3/2 · r wygrywa Remover oraz »e dla n < 4/3 · r wygra Pusher.
Ten wariant gry odpowiada kolorowaniu z list on-line grafów r-dzielnych o cz¦±ciach wielko±ci
3. Tutaj dolne ograniczenie na dªugo±¢ ±cie»ki wynika z podawania grafu, który nawet o�-line
nie jest kolorowalny z list dªugo±ci 4/3 ·r. Ile wynosi graniczna warto±¢ n? Jaka jest graniczna

warto±¢ n dla gry w której Pusher mo»e poruszy¢ co najwy»ej jeden »eton na ka»dej ze ±cie»ek?


